Megyei Matematikaverseny Javitasi dtmutaté 1. fordul6 2016/2017

10. osztily - gimnazium

1. Oldd meg az aldbbi egyenleteket!
a) ¥ —16x=0
b | lx[-2]=1

Megoldas:
a) Szorzattd alakitva az egyenletet:
x(x'~16)=0, amib6]

x(*—4)(x*+4)=0 és 1 pont
x(x=2)(x+2)(x*+4)=0 1 pont
Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha legaldbb egyik szorzétényezdje 0. 1 pont
fgy x1=0, =2, x3=-2. 1 pont
Mivel x°+4 >4, ezért nincs tobb megoldas. 1 pont
Ellen6rzés 1 pont
b) | |x[-2]=1

Az abszolttérték definicidja alapjan

|x|-2=1 vagy |x|-2=—1, amibsl 1 pont
|x|:3vagy%x|:1. 1 pont
A megoldés: x;=3; x,=-3 vagy x3=1; x4=—1 1 pont
Ellen6rzés 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Hény olyan természetes szdm van, amely szdmjegyeinek szorzata 2016? Melyik ezek koziil a legkisebb?

Megoldas:

A 2016 ;)rimtényezc'is felbontésa: 2°-3°-7. 1 pont
Mivel 2° =32, ezért a 2°-t mindenképp tovabb kell bontani szdmjegyekre.

Erre 4 lehet6ség van.

A2°.2.2.2=4.2.2-2 alapjén a szdmjegyek 4; 2; 2; 2, 1 pont
a2’.2.2=8-.2-2 alapjn a szamjegyek 8; 2; 2, 1 pont
a2’.2>.2=4-4.2 alapjan a szimjegyek 4; 4; 2 1 pont
és 2°-2=8-4 alapjan a szdmjegyek 8 és 4. 1 pont
Mindegyik felbontdshoz a 3*=9 vagy a 3; 3 és a 7 keriil. 1 pont
Béarmely szorzathoz akdrhany 1-es szorzétényezd irhatd, igy végtelen sok olyan

szdm van, melyekben a szdmjegyek szorzata 2016. 1 pont
A fenti szorzatok koziil a legkevesebb szdmjegyet tartalmaz6 szdmok szamjegyei:
22=4;2=8;3"=94és 7. 1 pont
A legkisebb szamot akkor kapjuk, ha a legkevesebb szdmjegyet tartalmazé szdm

szdmjegyei novekvs sorrendben kovetik egymadst. 1 pont
Igy a legkisebb olyan szam, mely szdmjegyeinek a szorzata 2016, a 4789. 1 pont
Osszesen: 10 pont

3. Melyek azok az abe alakd hdromjegy( természetes szdmok, amelyekre lab=ab ¢ teljesiil?

Megoldas:

Az egyenletet helyiértékesen atirva:

100+ 10a+b=(10a+b)- c, ezt rendezve 1 pont
100=(10a+b)-c—(10a+b), amibdl 1 pont
100=(10a+b)(c-1). 1 pont
Mivel c—1<8, igy a 100-at olyan kéttényez8s szorzatra kell bontani, melyben az egyik

tényez$ nem nagyobb, mint 8. 1 pont
gy 100=100-1=50-2=25-4=20-5 adédik. 1 pont
A 10a+b=100 nem ad megoldést, mert 10a+b <99. 1 pont
A 10a+b=50 egyenletbdl a=5, b=0 és c=3 adddik. 1 pont
A 10a+b=25 egyenletbdl a=2, b=5 és c=5 adddik. 1 pont
A 10a+b=20 egyenletbdl a=2, b=0 és c=6 adddik. 1 pont

A keresett szamok tehat az 503, a 255 és a 206.
Ellen6rzés: 150=50-3; 125=25-5 és 120=20-6. 1 pont
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Osszesen: 10 pont

2016 _

4. Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szdm esetén az n n**'? kiilonbség oszthaté 30-cal!

Megoldas:

A kiilonbséget szorzattd alakitva:

nzols_nz(nz:nzmz(n4_ 1)=n2012(n2_ 1)(n2+ 1)=n2012 A(n—1D)(n+ 1)(n2+ D). 2 pont
Egy szdm pontosan akkor oszthat6é 30-cal, ha a szdm oszthat6 2-vel, 3-mal és 5-tel.

(A 2; 3 és 5 paronként relativ primek.) 1 pont
Mivel n—1; n; n+1 egymads utdni hdrom egész szam, igy valamelyik pdros és valamelyik

oszthat6 3-mal. 1 pont
Ha n oszthat6 5-tel, akkor igaz az 4llités. 1 pont
Ha n 5-tel osztva 1 maradékot ad, akkor n—1 oszthat6 5-tel. 1 pont
Ha n 5-tel osztva 2 maradékot ad, akkor n”+ 1 oszthaté 5-tel. 1 pont
Ha n 5-tel osztva 3 maradékot ad, akkor n”+ 1 oszthaté 5-tel. 1 pont
Ha n 5-tel osztva 4 maradékot ad, akkor n—1 oszthaté 5-tel. 1 pont
A kiilonbség tehdt minden ne N-re oszthaté 30-cal. 1 pont
Osszesen: 10 pont

5. Adottak az O, kdzéppontu r sugari és az O, kdzéppontid 2r sugard kordk, melyek beliilrdl érintik egymadst. Legyen M az r
sugari kor egy olyan pontja, amelyre az MO,0,< = 60° teljesiil! Az M pontban az r sugard korhdz hiizott érinté a 2r su-
gart kort az A és B pontokban metszi. Add meg az AB hir hosszat r fiiggvényében!

Megoldas:

B

HN

A
1 pont

Mivel 0,0, M<x=60° és 0,0,=0,M=r, ezért az
0,0, M héromszog szabdlyos. 1 pont
Az OM merSleges AB-re, mert az érintkezési pontba hizott sugr. 1 pont
Ezek alapjan AMO,<=30°. 1 pont
Legyen az O, pontb6l AB-re bocsétott merdleges talppontja 7'!
Ekkor MTO, derékszogii hdromszog félszabdlyos, igy OZT:% . 1 pont
Az AO=2r, O,T=1 és Aozz% . 1 pont
Az ATO, derékszogii haromszogre felirva a Pitagorasz-tételt:

2 2
(%) = (2r)2—(%) _ amibdl 1 pont
AB> _ 42 1’
YT
AB’ =161 -1 2 pont
és AB*=15r" adédik.
Mivel AB>0, ezért AB=+/15 -r. 1 pont
Osszesen: 10 pont

1 1

6. Oldd megaz ———+
x—=2016 y-2016

= 1 egyenletet, aholx, y € Z!

Megoldas:
Az egyenletet x=y=2016 esetén nem értelmezett. 1 pont
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Legyen a=x-2015, b=y-2016! 1 pont
Igy az egyenlet %+% =1 alaku, ezt dtalakitva: 1 pont
b+a=ab, amely ab—a—b+1=1 alakba irhaté. 1 pont
Az egyenlet bal oldaldnak szorzat alakja: (a—1)(b—1)=1. 2 pont
Két egész szam szorzata csak Ggy lehet 1, ha vagy mindkét tényez 1, vagy mindkett§ —1. 1 pont
Igya-1=1¢ésb-1=1 alapjdn a=b=2, igy x=y=2018. 1 pont
Aza—-1=-14ésb—1=-1 alapjdn a=b=0, igy x=y=2016 ad6dik, ami nem megoldis, 1 pont
mert nem eleme az értelmezési tartomanynak. 1 pont
Osszesen: 10 pont

* ok ok ok o3k

Bérmelyik feladat eredményének indoklds nélkiili kozlése 1 pontot ér. Tobb megolddsbdl csak egy
(a jobb) kaphat pontot. Az uUtmutatéban kozoltektdl eltérs, de kifogdstalan indokldsi megolddsok
egyenértékiiek a bemutatott megolddsokkal. Az elérhet§ maximadlis pontszdm 60 pont.

Kecskemét, 2016. oktober 24.

A Szervezdbizottsdg



